Inklusion und Exklusion

Aufgaben

Aufgabe 1:
Wie grof} ist die Anzahl der natiirlichen Zahlen zwischen 1 und 100
(jeweils einschliefllich), die weder durch 2 noch durch 3 teilbar sind?

Aufgabe 2:
Wie grof3 ist die Anzahl der natiirlichen Zahlen zwischen 1 und 100
(jeweils einschlieBlich), die weder durch 3 noch durch 5 teilbar sind?

Aufgabe 3:
Wie grof ist die Anzahl der natiirlichen Zahlen zwischen 1 und 100
(jeweils einschliefllich), die nicht durch 2, nicht durch 3 und nicht durch 5 teilbar sind?

Aufgabe 4:

Das unten skizzierte System funktioniert, wenn ein Weg von E nach A existiert, der
nur tber funktionstiichtige Elemente verlauft, d.h. es fallt aus wenn beide Komponente
K7 und K, ausfallen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit funktioniert das System, falls je-
de Komponente unabhéngig von der anderen mit einer Wahrscheinlichkeit p funktioniert?

Aufgabe 5:

Das unten skizzierte System funktioniert, wenn ein Weg von E nach A existiert, der
nur tber funktionstiichtige Elemente verlauft, d.h. es fallt aus wenn die Komponente K
sowie zusétzliche mindestens eine der Komponenten K, und K3 ausfallen. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit funktioniert das System, falls jede Komponente unabhéngig von den
anderen mit einer Wahrscheinlichkeit p funktioniert?

Aufgabe 6:

Das unten skizzierte System funktioniert, wenn ein Weg von E nach A existiert, der
nur iber funktionstiichtige Elemente verlauft, d.h. es fallt aus wenn die Komponente
K, oder die beiden Komponenten K5 und K3 ausfallen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
funktioniert das System, falls jede Komponente unabhingig von den anderen mit einer
Wahrscheinlichkeit p funktioniert?




Aufgabe T7:

Das unten skizzierte System funktioniert, wenn ein Weg von E nach A existiert, der nur
iiber funktionstiichtige Elemente verlduft, d.h. es féllt aus wenn einer der Komponenten
K7 und K, oder die beiden Komponenten K5 und K3 ausfallen. Mit welcher Wahrschein-
lichkeit funktioniert das System, falls jede Komponente unabhéngig von den anderen mit
einer Wahrscheinlichkeit p funktioniert?

Aufgabe 8:

Das unten skizzierte System funktioniert, wenn ein Weg von E nach A existiert, der nur
iiber funktionstiichtige Elemente verlauft. Alle Komponenten des gleichen Typs fallen im-
mer gleichzeitig aus. Mit welcher Wahrscheinlichkeit funktioniert das System, falls jeder
Komponententyp unabhiangig von dem anderen mit einer Wahrscheinlichkeit p funktio-
niert?

Aufgabe 9:

Das unten skizzierte System funktioniert, wenn ein Weg von E nach A existiert, der nur
iiber funktionstiichtige Elemente verlauft, d.h. es fallt aus wenn die Komponenten K7 und
mindestens eine der Komponenten K, und K3 sowie zusatzlich mindestens eine der drei
Komponenten K4,K5 und K¢ ausfallen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit funktioniert das
System, falls jede Komponente unabhéngig von den anderen mit einer Wahrscheinlichkeit
p funktioniert?

Aufgabe 10:

Das unten skizzierte System funktioniert, wenn ein Weg von E nach A existiert, der nur
iiber funktionstiichtige Elemente verlauft. Alle Komponenten des gleichen Typs fallen im-
mer gleichzeitig aus. Mit welcher Wahrscheinlichkeit funktioniert das System, falls jeder
Komponententyp unabhingig von dem anderen mit einer Wahrscheinlichkeit p funktio-
niert?




Losungen

Aufgabe 1:

Mit S ={1,2,3,...,100}und A; = {z|x € S, x ist teilbar durch 2} = {2,4,...,100}, und
Ay = {z|x € S, x ist teilbar durch 3} = {12, 15,...,99},

folgt A1 N Ay = {z|z € S, x ist teilbar durch 2 und durch 3, also durch 6 }

= {6,12, 18,24, 30, 36,42, 48, 54, 60, 66, 72, 78, 84,90, 96 } .

Fiir die Machtigleiten dieser Mengen gilt

|S| = 100 |A;] =50, |As| = 33| A1 N Ay| = 16.

Nach dem Prinzip der Inklusion und Exklusion erhédlt man somit fiir die gesucht Anzahl
|A; N Ayl =100 — 50 — 33 + 16 = 33

Aufgabe 2:

Mit S ={1,2,3,...,100} und A; = {z|x € S, x ist teilbar durch 3} = {3,6,...,99}

und Ay = {z]z € 5, x ist durch 5 teilbar} = {5, 10, ..., 100}

folgt AiNAs = {x|z € S, x ist teilbar durch 3 und durch 5, also durch 15} = {15, 30, ...,90}
Fiir die Méachtigkeiten dieser Mengen gilt

|S| =100 |A;] =33 |A|=20 |A;NAy|=6

Nach dem Prinzip der Inklusion und Exklusion erhélt man somit das fiir die gesuchte
Anzahl

|A; N Ay| =100 — 33 — 20 +6 = 53

Aufgabe 3:

Mit S ={1,2,3,...,100}und A; = {z|x € S, x ist teilbar durch 2} = {2,4,...,100}, und
Ay = {z|x € S, x ist teilbar durch 3} = {12, 15,...,99}, und

Az = {z|x € S, x ist teilbar durch 5} = {15,20,....,95} folgt

Ay N Ay = {z|z € 5, x ist teilbar durch 2 und durch 3, also durch 6} =

(6,12, 18,24, 30, 36, 42, 48, 54, 60, 66, 72, 78, 84, 90, 96 }.

Ay N A = {z|z € S, x ist teilbar durch 2 und durch 5 , also durch 10} =

{10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100}.

Ay N Az = {z|z € S, x ist teilbar durch 3 und durch 5 , also durch 15} =
(15,30, 45, 60, 75,90}

AiNAyNA; ={z|z € S, x ist teilbar durch 2, durch 3 und durch 5 , also durch 30 } =
{30, 60,90}

Die entsprechenden Machtigkeiten sind

|S| =100, |A;| = 50, |As| = 33, |A3] = 20

‘AlﬂAgmAgl :3

Nach dem Prinzip der Inklusion und Exklusion erhélt man somit fiir die gesucht Anzahl

|47 N Ay N A3| =100 — (50 + 33 + 20) + (16 + 10 + 6) — 3 = 26



Aufgabe 4:
Sei A; das Ereignis, dass Komponente i funktioniert, fiir + = 1,2. Dann ergibt sich die
gesuchte Wahrscheinlichkeit P(EA) wie folgt:

P(EA) = P(AjUA)
Siebformel
pi = P
= 2p—p°
Die gesucht Wahrscheinlichkeit ist 2p — p?.
Aufgabe 5:
Sei A; das Ereignis, dass Komponente i funktioniert, fir i =1, 2, 3.

Und weiter sei B; := A; By := Ay N As. Dann ergibt sich die gesuchte Wahrscheinlich-
keit P(EA) wie folgt:

Siebformel
— P(B) + P(B,) — P(By N By)
= P(4) + P(A2 N Az) — P(A1 N (A2 N A3))
bi = P
= p+p*—p’

Mit einer Wahrscheinlichkeit von p + p? — p® funktioniert das System.

Aufgabe 6:

Sei A; das Ereignis, dass Komponente i funktioniert, fir ¢ = 1,2, 3.

Und weiter sei By := AN Ay B, := A;N Asz. Dann ergibt sich die gesuchte Wahrschein-
lichkeit P(FEA) wie folgt:

P(EA) = P(B,UB,)

Siebformel
= P(B1) + P(Bg) - P(B1 N BQ)
— P(A, N Ag) + P(A N Ag) — P((A1 0 Ap) N (A N Ag))
= P(AlmAQ)—{—P(AlmAg)—P(AlﬂAgmAg)
bi = P
— pap?—p
— 2p2 _p3

Mit einer Wahrscheinlichkeit von p + p? — p* funktioniert das System.

Aufgabe T7:

Sei A; das Ereignis, dass Komponente i funktioniert, firi=1,..., 4.

Und weiter sei By := A1 NAsN Ay By := A; N A3 N Ay Dann ergibt sich die gesuchte
Wahrscheinlichkeit P(FA) wie folgt:



P(EA) = P(B,UB,)

Siebformel
= P(B;)+ P(By) — P(B; N By)
= PANANA)+PAINA3NA) —P((AANANA)N (A NA3N AY))
= PAINANAY)+PAINA3NAy) — P(AiN Ay N A3 N Ay)
bi = P
— PP —p

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 2p3 — p* funktioniert das System.

Aufgabe 8:
Sei A; das Ereignis, dass Komponente i funktioniert, fir i = 1, 2.
Und weiter sei By := A; By := A; N Ay. Dann ergibt sich die gesuchte Wahrscheinlich-
keit P(EA) wie folgt:
P(EA) = P(B1UBs)

Siebformel
= P(B;)+ P(By) — P(B1 N By)
= P(A) +P(AiNAy) — P(AIN(A1NA))
= P(A;) + P(A N Ay) — P(A N Ay)
= P(A)
pi = D
= p

Mit einer Wahrscheinlichkeit von p funktioniert das System.

Aufgabe 8:
Sei A; das Ereignis, dass Komponente i funktioniert, fir i =1,...6.
Und weiter sei By := A; By := Ay N A3 Bz := Ay N A5 N Ag. Dann ergibt sich die
gesuchte Wahrscheinlichkeit P(EA) wie folgt:
P(EA) = P(B;UByU Bj3)
Siebformel
= P(B1)+ P(B2) + P(Bs)
—P(B; N By)
—P(B; N Bj)
—P(By N B3)
+P(B; N ByN Bs)
= P(A))+ P(AyNAs) + P(AsN A5 N Ag)
—P(Al (As N A3z))
P(A1 N (AN A5 N Ag))
((A2 NA3) N (AN A5 N Ag))
+P(A; N (AN A3) N (AsNAsN Ag))
pi = P
= p+p +p p p —p° +p°
= p+ p p p + p
Mit einer Wahrschelnhchkelt von p + p* — p* — p® + p® funktioniert das System.

Aufgabe O:
Sei A; das Ereignis, dass Komponente i funktioniert, fir i = 1,2, 3.



Und weiter sei By := A; By := Ay N A3 B3 := A; N Ay N Az. Dann ergibt sich die
gesuchte Wahrscheinlichkeit P(EA) wie folgt:
P(EA) = P(B,UB,UB;)
Siebformel
= P(B;)+ P(B;) + P(Bs)
—P(B; N By)
—P(B, N Bs)
—P(B, N Bs)
+P(Bl N BQ N Bg)
= P(A)+ P(AyNA3)+ P(A; N AyN A3)
—P(A1N(A2N Aj))
—P(AiN(A1N AN A3))
—P((As N A3) N (A1 N Ay N A3))
+P(A1N (A2 NA3)N (AN AN Ag))
= P(A)+ P(AyNA3)+ P(A; N AyN A3)
—P(A; N AN Aj)
—P(A1 N AN A;s)
—P(A1 N AN As)
+P(A1 N AQ N Ag)
= P(A))+P(A;NA;) — P(A; N AN A3)
pi = P
= p+p’—p°
Mit einer Wahrscheinlichkeit von p + p? — p* funktioniert das System.

Quelle: Stochastik
Mit freundlicher Unterstiizung von: http://www.moebel-zeit.com/


http://www.mathe-ist-einfach.de/Stochastik/Stochastik.html
http://www.moebel-zeit.com/

